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п. 1. Понятие функции, числовой функции, области определения и множества значений функции.

Как известно, с помощью функций описывают такие зависимости между величинами, при которых, зная числовое значение одной величины, можно найти числовое значение другой. Например, зная числовое значение радиуса r окружности, находим числовое значение ее длины с по формуле: с=2пr.

В общем виде понятие числовой функции можно определить так.

Определение. Числовой функцией называется такое соответствие, при котором каждому числу из множества Х сопоставляется единственное число из множества R действительных чисел. 

Множество Х называют областью определения функции. 

Функции принято обозначать буквами f, g, h, и др. 

Пусть f — функция с областью определения X. Тогда переменную х, принимающую значения из множества X, называют аргументом данной функции.. Если а — значение аргумента х, то значение функции при х=а обозначают f(а). Множество чисел вида f(х) для всех х из Х называют множеством значений  функции f.

п.2. Способы задания функции.

Из определения функции вытекает, что для задания функции необходимо указать, во-первых, числовое множество X, т. е. область определения функции, и, во-вторых, правило, по которому каждому числу из множества Х соответствует единственное действительное число.

Чаще всего функции задают с помощью формул, указывающих, как по данному значению аргумента найти соответствующее значение функции. Например, формулы у=3х, у=4х+1, у=х2 + 2, где х
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R, задают функции, поскольку каждому действительному значению х можно, произведя указанные действия, поставить в соответствие единственное значение у.

Заметим, что с помощью одной и той же формулы можно задать как угодно много функций, которые будут отличаться друг от друга множествами, на которых они заданы. Например, функция f(х)=4х+1, где х
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R,, отлична от функции g(х)=4х + 1, если х
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N. Действительно, при х=0,5 значение функции f равно 3, а значение функции g при х==0,5 не определено. 

Часто при задании функции с помощью формулы ее область
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определения не указывается. В таких случаях считают, что область определения функции у = f (х) является область определения выражения f(х). Например, для функции у = 
[image: image5.wmf]3

-

х

 областью определения является множество тех действительных значений х, при которых имеет смысл выражение 
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, т. е. множество [3, 
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Наглядное представление о зависимости между величинами, описываемой некоторой функцией, дает график этой функции.

Определение. Графиком функции f заданной на множестве X, называют множество таких точек координатной плоскости, которые имеют абсциссу х и ординату f(х) для всех х из множества X.

Так, графиком функции у=х, х
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 R является прямая— биссектриса первого и третьего координатных углов (рис. 1). Графиком функции у=4 с областью определения R также является прямая, проходящая параллельно оси абсцисс (рис. 2). Чтобы построить график функции у=х2, х
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 R, надо составить таблицу некоторых соответственных значений х и у, изобразить каждую пару найденных значений точкой на координатной плоскости и соединить полученные точки плавной линией (рис. 3). Эта линия называется параболой.

На практике функции иногда задают при помощи графика. Например, графики, приведенные на рисунке 4, задают функции, одна из которых задана на множестве [-2, 3], а вторая – на множестве 
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Не каждое множество точек на координатной плоскости представляет собой график некоторой функции. Так как при каждом значении аргумента из области определения функция должна иметь лишь одно значение, то любая прямая, параллельная оси ординат, или совсем не пересекает график функции, или пересекает его лишь в одной точке. Если же это условие не выполняется, то множество точек координатной плоскости функции не задает. Например, кривая на рисунке 5 не является графиком функции — прямая АВ, параллельная оси ординат, пересекает ее в двух точках.

Важность и сложность понятия функции требует от начального курса математики (как части всей школьной математики) постепенной подготовки учащихся к усвоению этого понятия. Возможности для проведения такой работы в начальной школе есть. Например, выполняя задание «Составь все возможные примеры на сложение однозначных чисел с ответом 12», учащиеся устанавливают взаимосвязь между двумя множествами значений слагаемых. Её наглядно можно представить при помощи таблицы:

	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3


Установленное соответствие – функция, так как каждому значению первого слагаемого соответствует единственное значение второго слагаемого. Область определения этой функции образуют числа 3,4,5,6,7,8,9. 

Рассмотрим еще одно задание, в котором требуется заполнить таблицу

	b
	7
	9
	16
	28

	16 + b
	
	
	
	


Какое математическое содержание, какой «подтекст» имеет это задание, кроме того, что способствует формированию вычислительных навыков у учащихся? В данном случае при помощи выражения с переменной устанавливается соответствие между множеством значений переменной 
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7, 9, 16, 28} и множеством соответствующих значений выражения 16+6: {23, 25, 32,44}. Имеем функцию с областью определения {7, 9, 16, 28}.

Упражнений такого характера достаточно много в учебниках математики для начальных классов. Если добавить к ним задания, связанные с вычислением периметра и площади фигуры, а также текстовые задачи с пропорциональными величинами, то станет ясно, что начальный курс математики имеет большие возможности для пропедевтики понятия функции. Учитель должен их видеть и использовать в обучении младших школьников.

Подготовительная работа к усвоению понятия функции в начальных классах не требует ни специальной терминологии, ни символики, здесь достаточно последовательно проводить идею изменяемости окружающего нас мира, идею взаимозависимости между величинами, используя в основном материал школьных учебников.

п.3. Прямая пропорциональность.

Учащиеся начальных классов не изучают в общем виде ни прямую пропорциональность, ни обратную. Однако при решении текстовых задач они встречаются с конкретными случаями таких зависимостей. Обучая детей, учитель не только использует их представления о зависимостях между конкретными величинами, но и уточняет и углубляет эти представления. Поэтому сам учитель должен владеть общим подходом к решению задач с пропорциональными величинами, а он основан на определении прямой и обратной пропорциональности и их свойствах.

В связи с тем что этот материал изучается и в школьном курсе математики, и в педагогическом училище, ограничимся только воспроизведением соответствующих определений и свойств, опустив доказательства.

Определение. Прямой пропорциональностью называется функция, которая может быть задана при помощи формулы у = r х, где r — не равное нулю действительное число. Это число называют коэффициентом пропорциональности.

Областью определения функции у = r х является множество действительных чисел.

График прямой пропорциональности — прямая, проходящая [      через начало координат. 

Свойства прямой пропорциональности:

1. При r >0 функция  у = r х возрастает на всей области определения; при r<0—убывает на всей области определения.
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Например, прямая пропорциональность у = 2х является функцией,  возрастающей на множестве действительных чисел: большему значению аргумента х соответствует большее значение функции (рис. 6). Функция 

у= -2х - убывающая на множестве действительных чисел: большему значению аргумента х соответствует меньшее значение функции (рис. 7).

2. Если функция — прямая пропорциональность, то отношение двух значений аргумента х равно отношению соответственных

значений функции у, т.е. 
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Если значениями переменных х и у являются положительные числа, то это свойство можно сформулировать так: с увеличением (уменьшением) значения переменной х в несколько раз соответствующее значение переменной у увеличивается (уменьшается) во столько же раз.
Посмотрим, как используются эти свойства прямой пропорциональности в начальном обучении математике.

Пример 1. Учитель предложил учащимся задачу: «Один блокнот стоит 6 к. Сколько стоят 2 таких блокнота? 3 блокнота?» и провел беседу:

· Если один блокнот стоит 6 к., то 2 блокнота будут стоить больше или меньше, чем один? (Больше.) 

·  А три блокнота? (Еще дороже.)

Выясним, какое свойство функций неявно было использовано при такой беседе.

Сначала отметим, что рассматриваемая в задаче зависимость стоимости блокнотов от их количества прямо пропорциональная, так как может быть задана формулой у==6х, где х — количество блокнотов, а у—их стоимость (в копейках). Областью определения данной функции может быть некоторое подмножество множества натуральных чисел. В задаче, предложенной учащимся, переменная принимает значения 1, 2, 3.

Функция у=6х возрастающая на всей области определения, поэтому большему значению аргумента х соответствует большее значение функции (2 блокнота будут стоить дороже, чем один, а 3 блокнота дороже, чем два).

Таким образом, при решении данной задачи неявно было использовано свойство возрастания прямой пропорциональности у=6х.

Пример 2. Дана задача: «Из куска ткани длиной 24 м в мастерской сшили 8 одинаковых костюмов. Сколько потребуется ткани на 32 таких же костюма?» 

Учащиеся решили ее двумя способами:

1-й способ:                                        2-й способ:

1. 24:8=3 (м),                                1. 32:8=4 (раза),

2. 3·32=96(м).                               2.  24·4=96(м). 

Выясним, каково теоретическое обоснование этих способов. В задаче речь идет о расходовании ткани на костюмы. Этот процесс характеризуется тремя величинами: количеством (в данном случае надо говорить о длине, но в таких ситуациях чаще употребляется слово «количество») ткани, расходуемой на один костюм, количеством костюмов и количеством ткани, израсходованной на все костюмы. Согласно условию задачи, количество ткани, расходуемой на один костюм, не меняется. Обозначим его буквой r. Количество костюмов (х) и количество израсходованной на них ткани (у) изменяются, они связаны между собой зависимостью у=rх, т. е. зависимость количества ткани, израсходованной на костюмы, от количества костюмов прямо пропорциональная.

Решая задачу первым способом, сначала нашли коэффициент r — количество ткани, расходуемой на один костюм. Для этого разделили количество ткани, израсходованной на 8 костюмов, на это число костюмов: 24:8==3 (м). Таким образом, в задаче рассматривается зависимость вида у=3х. Зная это, нетрудно найти значение у, соответствующее х=32; 3·32=96(м).

При решении задачи вторым способом сначала нашли, что 32 больше, чем 8, в 4 раза и поэтому ткани на 32 костюма надо в 4 раза больше, чем на 8. Таким образом, воспользовались свойством прямой пропорциональности: с увеличением значения переменной х в несколько раз соответствующее значение переменной у увеличивается во столько же раз.

п.4. Обратная пропорциональность.

Рассмотрим теперь функцию, которую называют обратной пропорциональностью. 

Определение. Обратной пропорциональностью называется функция, которую можно задать при помощи формулы у =
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, где r — не равное нулю число. Это число называют коэффициентом обратной пропорциональности.

Областью определения функции у=
[image: image17.wmf]х
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   является множество действительных чисел, отличных от нуля.

График обратной пропорциональности — гипербола. Строят гиперболу по точкам, составив предварительно таблицу соответствующих значений х и у. На рисунке 8 приведен график  обратной пропорциональности, заданной формулой у=
[image: image18.wmf]х
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.

Свойства обратной пропорциональности:

 1. При r>0 функция у=
[image: image19.wmf]х
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 убывает на всей области определения; при r<0—возрастает на всей области определения.

2. Если функция — обратная пропорциональность, то отношение двух значений аргумента х равно обратному отношению соответственных значений функции у, т. е. 
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Если значениями переменных х и у являются положительные числа, то это свойство обратной пропорциональности можно сформулировать так: с увеличением (уменьшением) значения переменной х в несколько раз соответствующее значение переменной у уменьшается (увеличивается) во столько же раз.

Посмотрим, как используются эти свойства обратной пропорциональности в начальном обучении математике.

Пример 3. Учащимся предложено практическим способом решить задачу: «Было 12 морковок. Их связали в пучки. Сколько получилось пучков, если в каждом пучке: а) 3 морковки; б) 4 морковки; в) 6 морковок?» Результаты решения обобщили: чем больше морковок в каждом пучке, тем пучков меньше.

Выясним, какие теоретические положения используются при решении данной задачи.

В задаче рассматриваются величины: количество всех морковок, количество морковок в одном пучке и количество пучков. Первая величина постоянна, а зависимость количества пучков (у) от количества морковок в одном пучке (х) обратно пропорциональная, так как может быть выражена формулой у=
[image: image22.wmf]х
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 причем переменная х. принимает значения 3, 4 и 6.

Функция у=
[image: image23.wmf]х
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 убывающая на всей области определения, поэтому большему значению аргумента х соответствует меньшее значение функции у (чем больше морковок в каждом пучке, тем меньше будет пучков).

Пример 4. Учащимся была предложена задача: «С участка собрали 4 мешка картофеля по 50 кг в каждом. Этот картофель разложили в ящики по 25 кг в каждый. Сколько ящиков потребовалось?» Учащиеся решили ее двумя способами:

       1-й способ:                                      2-й способ:

1. 50·4=200 (кг),                            1. 50:25=2 (раза),

2. 200:25 = 8 (ящиков).                 2. 4·2==8 (ящиков).

Дадим теоретическое обоснование.

В задаче рассматривается зависимость между всей массой картофеля, массой картофеля в некоторой емкости и количеством этих емкостей. Значения первой величины постоянны (обозначим их буквой r), а зависимость количества емкостей (у) от массы картофеля в одной емкости (х кг) может быть выражена формулой ху = r  или у=
[image: image24.wmf]х
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, т. е. эта зависимость обратно пропорциональная.

Первый способ решения сводится к отысканию коэффициента r—всей массы картофеля: 50·4==200 (кг). Зная его и массу картофеля в одном ящике, можно найти и количество ящиков: 200:25 = 8 (ящиков).

Второй способ основан на свойстве обратной пропорциональности. Поэтому находят, во сколько раз масса картофеля в одном ящике меньше массы картофеля в одном мешке: 50:25==2 (раза). А так как зависимость количества емкостей от массы картофеля в одной емкости обратно пропорциональная, то, следовательно, количество ящиков, которое необходимо для хранения всего картофеля, должно быть в 2 раза больше, чем количество мешков: 4·2=8 ящиков).
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